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• Ályktum, sterkt samband eða jafnvel sterkt marktækt

samband milli markaðshlutdeildar kirkjunnar í
brúðkaupum og �mortalitets".
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Hvað er CARMA

• Samfelld tímaútgáfa af ARMA

• Hvað er ARMA? Einfaldasta útgáfan er AR(1)

Yt = φYt−1 + εt , E (εt) = 0, V (εt) = σ2,

∆Yt = (Yt − Yt−1) = (φ− 1)Yt−1 + ε.

• Reiknireglur um random vectora (X ),
E (AX ) = AE (X ) og V (AX ) = AV (X )A′.

• Fyrir AR(1) er

E (Yt |Yt−1) = φYt−1, V (Yt |Yt−1) = σ2,

E (Yt) = 0, V (Yt) = φ2V (Yt) + σ2,

V (Yt) =
σ2

1− φ2
, ef |φ| < 1.



Hvað eru ARMA og CARMA?

Yt = φ1Yt−1 + · · ·+ φpYt−p + εt − θ1εt−1 − · · · − θqεt−q
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• Þetta er ARMA(p,q) líkan, εt er kallað �white-noise�.
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• Fræg kokkabók er Box & Jenkins (1976) sem gerði ARMA
líkön aðgengileg í hagnýtum rannsóknum.

• Hrey�mynstur ARMA líkans byggist á mismunajöfnu
(di�erence equation). Túlkun stuðlanna í tenglsum við
undirliggjandi samfellt ferli er ekki auðvelt. Phadke & Wu
(1974) gefa sýnidæmi fyrir ARMA(2,1)
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Með því að draga Yt−1 frá skilgreiningunni á ARMA(p,q), þá er
hægt að skrifa:

∆pYt + φ̃1∆p−1Yt + · · ·+ Y = εt + · · ·
∆ = mismunar operator , ∆Yt = Yt − Yt−1.

Við viljum skilgreina útgáfu í samfelldum tíma:

Y (p)(t) + α1Y
(p−1)(t) + · · ·+ αpY (t) =

σ d(W (t) + β1W
(1)(t) + · · ·βqW (q)(t)).

Hér táknar Y (p)(t) p-tu a�eiðu ferlisins Y (t). dW (t) er
�white-noise� í samfelldum tíma.



Stærðfræðilega er dW (t) ekki til, og þaðan af síður hærri a�eiður.
Þess vegna er þetta fyrst og fremst formlega skilgreining á
CARMA(p,q). CARMA ferlið er vel skilgreint. Fyrstu p a�eiður
CARMA ferlisins Y (t) eru til, þ.e. braut Y (t) er slétt..

• E.g., the CAR(1) process, (Ornstein-Uhlenbeck):

dY (t) = −αY (t) dt + σ dW (t), implies

Y (t) =

∫ t

t0

(−αY (s) ds + σ dW (s))

Þ.e. Y (t) er integral (summa), brautin er því slétt.



Um state-space framsetningu

Hugsum okkur 2-gráðu línulega di�urjöfnu:

x ′′(t) + a1x
′(t) + a2x(t) = 0, má skrifa sem

z(t) =

[
x(t)
x ′(t)

]
z
′(t) + Az(t) = 0, með

A =

[
0 −1
a2 a1

]
z
′(t) + Az(t) =

[
x ′(t)
x ′′(t)

]
+

[
−x ′(t)

a2x(t) + a1x
′(t)

]
=

[
0
0

]



State space framsetning ARMA(p,q)

Set β = (1, θ1, . . . , θq) og

X t =


Xt−p+1

Xt−p+2

...
Xt

 , Tt =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
φp φp−1 φp−2 · · · φ1

 ,
R = [0 0 · · · 0 1]′

X t+1 = TX t + Rεt+1,Yt = β′
X t

∆X t+1 = X t+1 − X t = (T − I )X t + noise = AX t + noise

Yt = β′
X t

sjá t.d., (Brockwell & Davis, 1991) ka�i 12. Yt er hið mælda ferli.
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Hrey�mynstur statevectorsins, X (t):

dX (t) = AX (t) + σRdW (t)

er margvíð línuleg SDE sem er auðvelt að leysa.

X (t) = expA(t−t0)M X (t0)︸ ︷︷ ︸
spáð ástand

+ σ

∫ t

t0

expA(t−u)M RdW (u)︸ ︷︷ ︸
hið óvænta

• Ferlið er sístætt (stationary) ef eigingildi A hafa neivkæðan
rauntöluhluta.

• Variance fylki hins óvænta, Vt|t0 leysir þetta jöfnuker�:

AVt|t0 + Vt|t0A
′ = σ2(expA(t−t0)M RR

′ expA
′(t−t0)

M −RR ′),

V∞ = limt→∞ Vt|t0 .



Ef eigingildi A hafa neikvæðan rauntöluhluta fæst jöfnuker� á
fylkjaformi:

AV∞ + V∞A
′ = −σ2RR ′.

Með því að beita reglu um Kronecker fylkjamargföldun:

vec(ABC ) = (C ′ ⊗ A) vec(B),

á

AV∞I and IV∞A
′,

fæst

(I ⊗ A) vec(V∞) + (A⊗ I ) vec(V∞) = −σ2 vec(RR ′).

Þetta er p2 vítt jöfnuker� með p óþekktum.Tsai & Chan (2000)
sýna algorithma sem umbreytir þessu í vandamál með p jöfnum.



Ef ker�ð er stationary (eigingildi A hafa neikvæðan rauntöluhluta)
þá eru tengsl V∞ og Vt|t0 :

V (X (t)) = V (expA(t−t0)M X (t0)︸ ︷︷ ︸
spáð ástand

) + V (σ

∫ t

t0

expA(t−u)M RdW (u)︸ ︷︷ ︸
hið óvænta

)

V∞ = exp(A(t − t0))V∞ exp(A(t − t0))′ + Vt|t0 .

Ef fyrir liggja gögn y(t1), . . . , y(tn) og gildi á α = (α1, . . . , αp) og
β = (β1, . . . , βq), má setja upp Kalman-�lter algoritmann og reikna
likelihood-fallið:

L(α,β, σ|y(t1), . . . , y(tn)).

Hámörkum með númeriskum aðferðum gefur ML-mat á (α,β, σ)



Mörg númerísk vandamál.

• T.d. hámörkun með hliðarskilyrðinu, eigingildi A hafa
neikvæðan rauntöluhluta.

• Ég hef fundið tvær nothæfar lausnir.

• Routh-Hurwitz 100 ára algoritmi sem tékkar A ekki nothæfur.
Prófa og tékka með númerikk ekki heldur.

• Lausnirnar eru a) blanda discrete-tíma aðferð og �þekktu falli
úr complexri analýsu, b) eiginleiki Durbin-Levinson algorithma
í samfelldum tíma.



Í discrete tíma þarf að velja (φ1, . . . , φp) þannig að

φ(z) = 1 + φ1z + · · ·+ φpz
p

ha� engar rætur innan einingarhrings, eða

zpφ(1/z) ha� engar rætur utan einingarhrings

1. Finn 1-1 vörpun sem varpar
(r1, . . . , rp), ri ∈ (−1, 1) y�r í lögleg (φ1, . . . , φp)

2. Tek ræturnar í zpφ(1/z), (z1, . . . , zp), (ath. |zi | < 1), og
varpa þeim y�r neikvæða hálfplanið með:

wi = −1− zi

1 + zi
,

3. nota síðan wi til að búa til p gráðu margliðu:

α(z) = zp + α1z
p−1 + · · ·+ αp−1z + αp.



• α(z) er kennimargliða (characteristic polynomial) fyrir
companion fylkið A.

A =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−αp −αp−1 · · · · · · −α1





• ri eru �partial-auto-correlation"stuðlar AR(p) ferils með stuðla
(φ1, . . . , φp). Þau má �nna með Durbin-Levinson
algorithmanum. (Aðrar leiðir, Samulson(1941),
algebru-Þjóðverjar ca. 1920).

• Vekur upp hugmynd að beinu áhlaupi fyrir CARMA tilfellið.
Finn 1-1 vörpun (γ1, . . . , γp) y�r í (α1, . . . , αp), þar sem
γi > 0. Þ.e. nota einhvers konar Durbin-Levinson algortima
fyrir samfelldan tíma.

• Gefur aðra leið á að halda neikvæðum rauntöluhluta eigingilda
A. Þ.e.

max
γi>0

L(α1, . . . , αp, |y(t1), . . . , y(tn)).

• Nota svipaðar varpanir fyrir β.

• Varpanirnar má skrifa ýmsan hátt sem rekúrsívar formúlur.



• Ýmis önnur númerísk vandamál. T.d. matrix-exponent fallið.

• Þegar eigingildi A eru nægilega ólík má spara tíma í
Kalman-�lter skrefunum með því að vinna með complexar
tölur.

Y (t) = β′X (t),

dX (t) = AX (t) + σR dW (t),

má umskrifa með A = CΛC ∗, δ′ = β′C ,CC ∗ = I ,

Z (t) = C
∗
X (t),Λ diagonal,

Y (t) = δ′Z (t),

dZ (t) = ΛZ (t) + noise.

Get notað venjulegt exp-fall. Ef munur á eigingildum lítill
(< 10−8), nota standard uppsetningu á state-space og sérstakt
matrix-exponential fall.



Um auto-covariance og spectrum

• γ(τ) = E (Y (t)Y (t − τ) sem fyrir CARMA =

β′V∞ expM(A|τ |)β

• Spectrum fyrir stationary ferli er:

f (ω) =
1
2π

∫ ∞
−∞

e iωτγ(τ) dτ.

• Sem fyrir CARMA er:

f (ω) =
σ2

2π
α(iω)α(−iω)

β(iω)β(−iω)
,

γ(τ) =

∫ ∞
−∞

f (ω)e iω|τ | dω = 2π
∑
λ

Resz=λ(f (z)ez|τ |).
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Log−spectrum of an estimated CARMA(8,7)



Lokaorð

• Líkanagerði í samfelldum tíma praktískt möguleg.

• Parametrar líkans ekki háðir þéttni mælinga. Mælingar mega
vera óreglulegar.

• Margar útvíkkanir, aðrar drei�ngar (ekki Wiener/Brownian
ferli), hægari decay en exponential, multivariate, o.s.frv.

• Mörg númerísk vandamál við CARMA.

• Aðferðir mínar eru í ctarma pakkanum í R.
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