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o Alyktum, sterkt samband eda jafnvel sterkt marktaekt
samband milli markadshlutdeildar kirkjunnar i
bradkaupum og , mortalitets".
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Mjog mikid af haggégnum eru timaradir.



Hvao er CARMA

Samfelld timattgafa af ARMA
Hvad er ARMA? Einfaldasta atgafan er AR(1)

Ye=0¢Ye1+¢ee, E(er) =0, V(Et):<727
AYt:(Yt—Yt_]_):(¢_ )Yt—l + €.

Reiknireglur um random vectora (X),
E(AX) = AE(X) og V(AX) = AV(X)A'.
Fyrir AR(1) er

E(YelYio1) = 6Yee1, V(Ye|Yio1) =02,
E(Y:)=0, V(Y)=¢V(Ye)+0°

0.2
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Hvad eru ARMA og CARMA?

Yi=¢1 Y1+ + <Z>th—p +er—bOrep1— 0 — 9q€t—q
E(e;) =0, E(etes) =0, E(e?) = o2

3

Petta er ARMA(p,q) likan, €; er kallad ,white-noise”.
Einfold leid til ad gripa hreyfimynstur

Freeg kokkabok er Box & Jenkins (1976) sem gerdi ARMA
likon adgengileg i hagnytum rannséknum.

Hreyfimynstur ARMA likans byggist & mismunajéfnu
(difference equation). Talkun studlanna i tenglsum vid
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Med pvi ad draga Y;_1 fra skilgreiningunni & ARMA(p,q), ba er
haegt ad skrifa:

Apyt'f‘élApilYt“r""i‘Y:5t+"'

A = mismunar operator , AY: = Yy — Y:i_1.
Vid viljum skilgreina atgafu i samfelldum tima:

YO () +ar YP () + - + apY(t) =
od(W(t)+ BWD(t) + - - - oW D(t)).

Hér taknar Y(P)(t) p-tu afleidu ferlisins Y (t). dW(t) er
.white-noise” i samfelldum tima.



Steerdfraedilega er dW(t) ekki til, og padan af sidur haerri afleidur.
Pess vegna er petta fyrst og fremst formlega skilgreining a
CARMA(p,q). CARMA ferlid er vel skilgreint. Fyrstu p afleidur
CARMA ferlisins Y(t) eru til, p.e. braut Y(t) er slétt..

e E.g., the CAR(1) process, (Ornstein-Uhlenbeck):
dY(t) = —aY(t)dt + cdW(t), implies

Y(t) = /t(—aY(s)ds + o dW(s))

to

P.e. Y(t) er integral (summa), brautin er pvi slétt.



Um state-space framsetningu

Hugsum okkur 2-gradu linulega diffurjéfnu:

x"(t) + a1x'(t) + axx(t) =0, ma skrifa sem

x(t)

ax(t) + a1x'(t)

Z(t) —}—Az(t):- [ X (t) ] N [ —x(t)

|

|

0
0

|



State space framsetning ARMA (p,q)
Set 8= (1,61,...,04) og

0 1 0 - 0
;f‘ﬁ’“ 0 0 1 - 0
X: = t—:P+2 ) Ty = : : : . :
' 0 0 o - 1
X,
‘ L ¢p ¢p71 ¢pf2 T ¢1 |
R=[0 0o --- 0 1]

X1 =TXi+ Rery1, Ye = 8’ X,
AXt+]_ :Xt+1 _Xl' = (T—/)Xt—l—noise:AXt—l-nOise
Y: = 08'X:

sja t.d., (Brockwell & Davis, 1991) kafli 12. Y; er hid maelda ferli.
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State-space framsetning CARMA (p,q)

Y(£)P 4 V()P 4. 4, Y(t) =
a(W( )W + BW(t)® + -+ B W () D)

Hvad pydir petta? A state-space formi

Y(t)=B'X(1)
dX(t) = AX(t)+ oRdW(t)

0 1 0 -~ 0 ]
0 0 1 .- 0
0 0 o -+ 1

L _ap _ap_l DR e _al i

State-space framsetning & CARMA(p,q) ferlinu, Y(t).




State-space framsetning CARMA (p,q)

Y(t)(p) + y(t)(Pfl) + ot apY(t) =
o(W()M + B W () 4 + B W (1))
Hvad pydir petta? A state-space formi
Y(t) = B'X(t)

dX(t) = AX(t) + ocRdW/(t)

0
0

0

—Qp

1

0

0
—ap_1

0
1

1

—oq

, X(t)

State-space framsetning & CARMA(p,q) ferlinu, Y(t).
Pessi framsetning er byggd 4 Tsai & Chan (2000)




Hreyfimynstur statevectorsins, X(t):
dX(t) = AX(t) + ocRdW/(t)

er margvio linuleg SDE sem er audvelt ad leysa.

t
X(t)= exp',?/,(t_to) X(to) + a/ exp;‘ﬂ(t_u) RdW (u)
—_—

to

spad astand
hid 6venta

o Ferlid er sistaett (stationary) ef eigingildi A hafa neivkadan
rauntdluhluta.

e Variance fylki hins évaenta, Vi, leysir betta jofnukerfi:

AV, + Ve A' = o2 (exps' ) RR expiy ™) —RR)),

VOO — IIthoo thto



Ef eigingildi A hafa neikvaedan rauntdluhluta feest j6fnukerfi &
fylkjaformi:

AV + Vo A = —6?RR’.
Med bvi ad beita reglu um Kronecker fylkjamargfoldun:

vec(ABC) = (C' ® A) vec(B),

AVl and IV A,
feest
(1 ® A)vec(Vao) + (A® 1) vec(Vio) = —0° vec(RR).

Petta er p? vitt jofnukerfi med p 6pekktum.Tsai & Chan (2000)
syna algorithma sem umbreytir pessu i vandamal med p jofnum.



Ef kerfid er stationary (eigingildi A hafa neikvaedan rauntdluhluta)
ba eru tengsl Vi og Vi

VX() = V(e X(1) + V(o [ o) RW(w)

to

spad astand
hid oventa

Voo = exp(A(t — t0)) Voo exp(A(t — 1)) + Vi
Ef fyrir liggja gogn y(t1),...,y(ts) og gildi 8 o = (a1,...,p) og
B = (f1,...,Bq), ma setja upp Kalman-filter algoritmann og reikna
likelihood-fallid:

L(Q,B,U’y(tl), s 7y(tn))'

Hamorkum med nameriskum adferdum gefur ML-mat a (e, 3, 0)



Morg namerisk vandamal.

e T.d. hamorkun med hlidarskilyrdinu, eigingildi A hafa
neikvaedan rauntéluhluta.

o Eg hef fundid tveer nothafar lausnir.

e Routh-Hurwitz 100 ara algoritmi sem tékkar A ekki nothaefur.
Profa og tékka med namerikk ekki heldur.

e Lausnirnar eru a) blanda discrete-tima adferd og ,pekktu falli
ar complexri analysu, b) eiginleiki Durbin-Levinson algorithma
i samfelldum tima.



[ discrete tima parf ad velja (¢1,. .., ¢,) bannig ad

dz)=1+pr1z+ -+ ¢pz°f
hafi engar reetur innan einingarhrings, eda

zP$(1/z) hafi engar reetur utan einingarhrings

1. Finn 1-1 vGrpun sem varpar
(r,...,rp), ri € (—1,1) yfir i logleg (¢1, ..., ¢p)
2. Tek raeturnar i zP¢(1/z), (z1,...,2p), (ath. |z] < 1), og
varpa beim yfir neikvaeda halfplanid med:

1—2z
1—1—2,'7

w; =

3. nota sidan w; til ad baa til p gradu margliou:

a(z) =2 +a1zP 4+ b apz +ap.



e a(z) er kennimarglida (characteristic polynomial) fyrir
companion fylkid A.

0 1 0 0
0 1 0
A= :
0 0 0 1
| — @ —CQp-1 —a1 |



r; eru ,partial-auto-correlation"studlar AR(p) ferils med studla
(¢1,...,¢p). Pau ma finna med Durbin-Levinson
algorithmanum. (Adrar leidir, Samulson(1941),
algebru-Pjédverjar ca. 1920).

Vekur upp hugmynd ad beinu ahlaupi fyrir CARMA tilfellid.
Finn 1-1 vérpun (71, ...,7p) ¥fir i (a1,...,@p), bar sem

~i > 0. P.e. nota einhvers konar Durbin-Levinson algortima
fyrir samfelldan tima.

Gefur adra leid & ad halda neikveedum rauntdluhluta eigingilda
A. be.

max L(ag, ..., 0p, y(t1),...,y(ts)).
~i>0

Nota svipadar varpanir fyrir 3.

Varpanirnar ma skrifa ymsan hatt sem rekarsivar formalur.



e Ymis 6nnur namerisk vandamal. T.d. matrix-exponent fallid.
e Pbegar eigingildi A eru nzegilega 6lik méa spara tima i

Kalman-filter skrefunum med pvi ad vinna med complexar
tolur.

Y(t) = BX(2),

dX(t) = AX(t) + oRdAW(t),

mé umskrifa med A= CAC*,8' =3'C,CC* =1,
Z(t) = C*X(t), N diagonal,
Y(t) =4 ( );

dZ(t) = NZ(t) + noise.

Get notad venjulegt exp-fall. Ef munur a eigingildum litill

(< 1078), nota standard uppsetningu & state-space og sérstakt
matrix-exponential fall.



Um auto-covariance og spectrum
o (1) = E(Y(t)Y(t — 7) sem fyrir CARMA =
B’ Voo expy (Al7])8

e Spectrum fyrir stationary ferli er:

2T

i) =5 [ emiar
e Sem fyrir CARMA er:

liw)a(=iw)
Bliw)B(—iw)’

o
2m
/ )™ dw = 271'2 Res,—(f(z)e!™).

A

f(w) =
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log(f(w)

-1

Log-spectrum of an estimated CARMA(8,7)
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Lokaoro

Likanagerdi i samfelldum tima praktiskt méguleg.

Parametrar likans ekki hadir péttni malinga. Malingar mega
vera éreglulegar.

Margar Gtvikkanir, adrar dreifingar (ekki Wiener/Brownian
ferli), haegari decay en exponential, multivariate, o.s.frv.

Morg namerisk vandamal vid CARMA.

Adferdir minar eru i ctarma pakkanum i R.
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